РЕШЕНИЕ  ЛИНЕЙНОГО  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО  УРАВНЕНИЯ
2-го  ПОРЯДКА  С  ПОСТОЯННЫМИ  КОЭФФИЦИЕНТАМИ
С  ПОМОЩЬЮ  ПРЕОБРАЗОВАНИЯ  ЛАПЛАСА
Ищется решение следующего линейного дифференциального уравнения  для неизвестной функции  x(t) с постоянными коэффициентами и с неоднородной правой частью:
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Решение должно удовлетворять определенным начальным условиям  (задача Коши):
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Начальная координата:
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Начальная скорость:
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Коэффициенты данного дифференциального уравнения имеют следующий вид:
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Правая часть  дифференциального уравнения определяется через функцию внешней силы f(t), которая зависит от времени следующим образом:
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Для решения данного дифференциального уравнения применяется специальное интегральное преобразование (преобразование Лапласа), которое ставит в соответствие искомой функции некоторое ее изображение  G(s)  (интегральный образ) по следующему правилу:
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Правая часть решаемого дифференциального уравнения также заменяется на соответствующее изображение F(s):
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Явный вид изображения F(s) может быть получен в программе Mathcad при помощи панели Symbolic и фукнции laplace. Аналогичная команда меню: Symbolics TransformLaplace
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Главное преимущество использования преобразования Лапласа состоит в том, что оно позволяет преобразовать исходное дифференциальному уравнение в алгебраическое, поскольку интегральные образы производных искомой функции x(t) выражаются через изображение самой функции G(s) по формулам:
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Таким образом данное дифференциальное уравнения после применения преобразования Лапласа превращается в линейное алгебраическое уравнение первой степени L(s)= 0  для неизвестной функции G=G(s), где L(s) задается формулой:
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Для заданных выше коэффициентов a, b, c, начальных условий  x0 ,v0  и функции  f(t) это уравнение имеет следующий явный вид:
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Решаем это уравнение в аналитическом виде в программе Mathcad при помощи панели Symbolic и фукнции solve. Аналогичная команда меню: Symbolics VariableSolve  может быть использована после выделения буквы G в приведенном выше уравнении. Получаем следующий результат:
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Таким образом, интегральный G(s) образ искомой функции x(t) определяется выражением:
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Теперь осталось воспользоваться обратным преобразованием Лапласа и восстановить оригинал x(t) по его изображению G(s). В программе Mathcad это делается при помощи панели Symbolic и функции invlaplace. Аналогичная команда меню: Symbolics TransformInverse Laplace может быть использована после выделения буквы s в приведенном выше выражении. Получаем окончательный ответ:
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ОТВЕТ:
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График искомой функции:
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ПРОВЕРКА ПОЛУЧЕННОГО РЕШЕНИЯ:

Скорость и ускорение 
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Начальные условия
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Левая и правая части дифференциального уравнения после подстановки найденной функции
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